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1 Einleitung

Esther Brunner

Mathematisches Begriinden und Argumentieren gewinnt im Zusammenhang mit
dem neuen Lehrplan und der Kompetenzorientierung an Bedeutung. Erwartet wird,
dass die Schilerinnen und Schiiler samtlicher Bildungsstufen Kompetenzen zum ma-
thematischen Argumentieren aufbauen lernen (Amt flir Volksschule des Kantons
Thurgau, 2016) und die Lehrpersonen deshalb entsprechende Lerngelegenheiten
fur die Schilerinnen und Schiiler schaffen. Damit die Lehrpersonen diese Anforde-
rung umsetzen kdnnen, sind zum einen entsprechende Aufgabenstellungen nétig
und zum anderen didaktische Konzepte, wie sich mathematisches Argumentieren
und Begriinden in der Primarschule fordern l3sst. Eine erste Sichtung von verschie-
denen Mathematiklehrmitteln, die auch im Kanton Thurgau gebrauchlich sind, zeigt,
dass der Anteil an Begriindungsaufgaben am gesamten Aufgabenangebot sehr klein
ist (Brunner, Jullier, & Lampart, 2019). Es braucht deshalb Aufgabensammlungen, die
in der Schule eingesetzt werden kdnnen. Darliber hinaus sind konkret ausgestaltete
und praxisnahe didaktische Konzepte zum mathematischen Argumentieren not-
wendig, die aufzeigen, wie man mathematisches Begriinden in einen etwas grosse-
ren Zusammenhang stellen kann und nicht ausschliesslich mit einzelnen Aufgaben
abhandelt.

Im Rahmen des Forschungsprojektes «MaBeLL-INT» (Mathematisches Begriinden
lehren und lernen: Intervention) der Professur Mathematikdidaktik der PHTG
(Brunner, 2018) wurden zum mathematischen Begriinden verschiedene Erkennt-
nisse generiert. Dazu wurden verschiedene Aufgabenstellungen entwickelt, die im
Forschungsprojekt zum Einsatz kamen. Der Aufbau dieser Aufgabenstellungen ist
prototypisch entlang von vier zentralen Prozessschritten (Kapitel 2.1) zu verstehen.
Zudem wurden didaktische Konzepte erarbeitet, die in der Praxis dazu dienen kon-
nen, anhand von wenigen geeigneten prototypischen Situationen mathematisches
Argumentieren im Schulalltag zu realisieren (Kapitel 3).Die Aufgabenstellungen und
prototypischen Situationen richten sich in erster Linie an die Arbeit im Zyklus 2

(Klasse 3-6). Die prototypischen Situationen kénnen aber - leicht adaptiert — auch in
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den Zyklen 1 und 3 eingesetzt werden. Fiir Zyklus 1 sind sie im Rahmen eines friihe-
ren Projektes «lvMAIK» (Intervention Mathematisches Argumentieren im Kindergar-
ten) der Professur Mathematikdidaktik der PHTG auch bereits in der Praxis erprobt
worden (Brunner, 2018a).

Die vorliegende Handreichung biindelt die zentralen theoretischen Grundlagen kurz
und stellt sie in einen Zusammenhang zum Lehrplan Mathematik der Volksschule
Thurgau (Kapitel 2). Erganzend wird auch eine kleine Aufgabensammlung (Kapitel 4)
vorgestellt. Dort werden geeignete Begriindungsaufgaben fiir die drei Kompetenz-
bereiche in Mathematik ausgefiihrt. Zudem finden sich in der Handreichung Vor-
schlage und Beispiele zur Férderung von spezifischem Methodenwissen zum mathe-
matischen Argumentieren und Begriinden (Kapitel 5) sowie ein Vorschlag, wie man
Begriindungen von Schilerinnen und Schiilern auswerten, beschreiben und
schliesslich auch beurteilen und bewerten kann (Kapitel 6).

Wir hoffen, dass die ausgewadhlten Aufgabenstellungen und die skizzierten prototy-
pischen Situationen und die Vorschlage fiir die Umsetzung in der Praxis einen Bei-
trag leisten, damit Lehrpersonen mathematisches Argumentieren in der Primar-
schule lustvoll und kompetent umsetzen und den Kindern Lerngelegenheiten er-

moglichen, entsprechende Kompetenzen aufbauen zu kénnen.
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2 Mathematisches Begriinden in der Primarstufe:
Theoretische Grundlagen

Esther Brunner & Romaine Jullier

2.1 Mathematisches Begriinden: Was ist das?

Mathematisches Begriinden und Argumentieren bedeutet, dass man auf eine "Wa-
rum-Frage" Giber einen mathematischen Zusammenhang nach einer passenden ma-
thematischen Antwort suchen und eine solche geben kann. Dazu braucht man zum
einen mathematische Kenntnisse und mathematisches Wissen und zum anderen
muss man wissen, welcher Art solche mathematischen Griinde sein mussen, welche
Struktur sie haben und welche Art der Argumente in der Mathematik gultig sind.
Beim mathematischen Begriinden und Argumentieren mussen die Argumente, die
man entwickelt, aus der Mathematik selbst stammen, das heisst, sie beziehen sich
auf mathematische Grundlagen, die nicht bestritten sind. Die Frage beispielsweise,
warum die «Quersummenregel 9» gilt, muss mit mathematischen Mitteln und mit-
hilfe einer logischen Argumentation begriindet werden. Es ist in der Mathematik
namlich nicht ausreichend, sich beim Argumentieren zum Beispiel auf eine Autoritat
zu berufen und zu antworten, dass das halt einfach so sei oder dass man das so ge-
lernt habe. Das waren nicht mathematische Griinde, die zudem keine logische Ver-
kniipfung zwischen der Behauptung und den Voraussetzungen herstellen. Eine
solch logische Verkniipfung besteht zumindest aus drei Teilen (Abbildung 1). Sie ver-
bindet die unbezweifelten Aussagen (Datum) tber eine Begriindung (Regel) mit der

gezogenen Schlussfolgerung (Konklusion).

Datum (D) Konklusion (K)

Regel (R)

Abbildung 1: Minimale Struktur eines Arguments (Toulmin, 1996)
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Mathematische Begriindungen haben deshalb sprachlich immer minimal die Struk-
tur von «Es ist so, weil...».
Damit solche Begriindungen formuliert und entsprechende Argumentationen gege-
ben werden kénnen, braucht es verschiedene Teilkompetenzen und Prozesse, die
eng mit explorativen Tatigkeiten von Suchen, Experimentieren und Ausprobieren
verbunden sind sich auf experimentelles Denken (Philipp, 2013) abstlitzen. Diese ex-
perimentellen Prozesse haben zum Ziel, plausible Vermutungen zu finden (Reiss &
Ufer, 2009) und zu formulieren, Hypothesen aufzustellen und sie anschliessend zu
Uberprifen. Eine mathematische Argumentation muss nicht nur in einer zufrieden-
stellenden Antwort auf die «Warum-Frage» miinden, sondern diese muss darlber
hinaus auch in der Lerngemeinschaft vorgestellt und dort zur Priifung vorgelegt wer-
den. Denn beim mathematischen Argumentieren miissen die gegebenen Griinde
nicht nur einen selbst, sondern auch andere Gberzeugen.
Beim mathematischen Begriinden sollen Lernende aber auch die Fahigkeit entwi-
ckeln, mathematische Aussagen zu hinterfragen sowie Argumente und Begriindun-
gen hinsichtlich ihrer Korrektheit, Zulassigkeit und Gultigkeit zu prufen. Sie sollen
mathematische Zusammenhdnge erkennen, Vermutungen formulieren sowie Be-
grindungen konstruieren und nachvollziehen kdnnen (Walther, van den Heuvel-
Panhuizen, Granzer, & Koéller, 2008). Lernende sollen unterscheiden, entscheiden und
begriinden lernen, ob Argumentationen als mathematisch stichhaltig akzeptiert res-
pektive nicht akzeptiert werden. Zentral sind deshalb Prozesse zur Herleitung, Uber-
prifung, Verifikation oder Falsifikation mathematischer Behauptungen (Jahnke &
Ufer, 2015).
Als Ausgangslage fiir eine Begriindung oder eine Argumentation gilt immer eine Be-
hauptung oder ein Sachverhalt, der bezweifelt werden kann, das heisst, es fehlt die
Gewissheit, ob etwas stimmt oder nicht oder ob etwas immer gilt oder nur gerade in
diesem einen Fall. Diese Ausgangslage setzt den Prozess des Begriindens in Gang.
Der Begriindungsprozess selbst kann in mindestens vier Teilschritte zerlegt werden
(Brunner, 2019):

1) Man muss eine mathematische Struktur mit ihren wesentlichen sie bestim-

menden Elementen erkennen konnen.
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2) Man muss diese Struktur mit ihren entscheidenden Merkmalen beschreiben
oder irgendwie (z.B. in Form einer Skizze) reprasentieren lernen.
3) Man muss erklaren kénnen, warum diese Struktur auftritt und begriinden
kdnnen, wieso sie gilt.
4) Und schliesslich muss man in der Lage sein zu verallgemeinern, also zu be-
grinden, warum etwas notwendigerweise immer so sein muss.
Auf dieser Basis konnen dann Vorhersagen getroffen werden (Brunner, 2019).
Diese vier Schritte gehdren zu einem vollstandigen Begriindungsprozess. Jlingere
Schilerinnen und Schiiler sind oft noch nicht in der Lage, auch den vierten, sehr an-

spruchsvollen Schritt — das Verallgemeinern — korrekt auszufiihren.

2.2 Mathematisches Begriinden: Warum soll man das tun?
Der Aufbau mathematischer Argumentations- und Begriindungskompetenz ist in
den neuen Lehrplanen (Amt fiir Volksschule des Kantons Thurgau, 2016) als wichti-
ger Bestandteil der mathematischen Bildung der obligatorischen Schulzeit veran-
kert. Dies hangt zum einen damit zusammen, dass sich die Mathematik als Wissen-
schaft selbst als eine «<beweisende Wissenschaft» versteht (Heintz, 2000), das heisst,
nicht ein Experiment ist entscheidend fiir das Aufnehmen von neuem Wissen, son-
dern die Qualitat einer Begrindung und Beweisfiihrung. Mathematisches Begrun-
den betrifft deshalb immer den Kern der Mathematik und gilt als eigentliches «Herz-
stick» der Mathematik (Rav, 1999, S. 6), weil dadurch neue Ideen, Methoden und
neues Wissen entwickelt werden.

Und zum anderen ist mathematisches Begriinden aus lerntheoretischen Griinden
sehr wichtig: Wenn Lernende mathematische Inhalte begriinden, Strukturen erken-
nen sowie Beziehungen zwischen Inhalten herstellen, entwickeln sie in der Regel ein
tieferes Verstandnis fiir Sachverhalte. Was begriindet verstanden worden ist, bleibt
langer im Gedachtnis haften und kann flexibler angewendet werden.
Mathematisches Begriinden braucht zudem die Anwendung von mathematischem
Wissen und Kénnen sowie die Darstellung von Gedankengangen und Lésungen und
stellt eine besondere Art des Problemldsens dar (Polya, 1995; Reusser, 1984). Deshalb
ist mathematisches Argumentieren auch mit verschiedenen anderen Handlungs-

kompetenzen - wie dem Operieren und Benennen, dem Erforschen und dem
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Mathematisieren und Darstellen — aus dem Kompetenzmodell des Lehrplans (Amt

fur Volksschule des Kantons Thurgau, 2016) verknupft.

2.3 Mathematisches Begriinden: Was sagt der Lehrplan
dazu?

Was sollen Schiilerinnen und Schiler beim mathematischen Argumentieren und Be-
griinden denn genau lernen? Ein Blick in den Lehrplan (Amt fiir Volksschule des Kan-
tons Thurgau, 2016) zeigt, dass es um Fahigkeiten zum Erkennen von Zusammen-
hangen und Regelmassigkeiten, zum Transfer, zur Umkehrung der Gedankengange,
zur Abstraktion sowie zum folgerichtigen Denken geht. Um diesem Ziel gerecht zu
werden, muss im Unterricht ein auf Verstehen ausgerichtetes Lehren und Lernen
stattfinden, das eigene Einsichten ermdglicht und die Denk-, Urteils- und Kritikfahig-
keit in der Auseinandersetzung mit mathematischen Problemen starkt. Beim mathe-
matischen Begriinden und Argumentieren sollen beispielhafte oder allgemeine Ein-
sichten, Zusammenhange oder Beziehungen erklart, begriindet oder beurteilt wer-
den. Laut Lehrplan 21 (D-EDK, 2016, S. 8) sind die folgenden Tatigkeiten zentral:
> Ergebnisse Uberprifen, hinterfragen, interpretieren und begriinden;
> Antworten auf Fragen wie Wie verdndert sich ...?7 Ist das immer so ...?
finden und Begriindungen aussern;
> Muster operativ verandern, weiterfiihren und begriinden;
> Entdeckungen/Einsichten mit Beispielen, enaktiv, ikonisch, sprachlich-symbo-
lisch oder formal-symbolisch darstellen und begriinden;

> Erlduterungen und Begriindungen entwickeln und Beweise fiihren.

Der Lehrplan listet verbindliche Kompetenzbeschreibungen auf, die fiir alle Schiile-
rinnen und Schiler massgeblich sind. So ist flir den Kompetenzbereich «Zahl & Vari-
able» vorgesehen, dass
> die Schilerinnen und Schiiler Zahl- und Operationsbeziehungen sowie arith-
metische Muster erforschen und Erkenntnisse austauschen konnen (Amt fir
Volksschule des Kantons Thurgau, 2016, S. 15);
> sie Aussagen, Vermutungen und Ergebnisse zu Zahlen und Variablen erlau-
tern, Uberprifen, begriinden konnen (Amt fir Volksschule des Kantons Thur-

gau, 2016, S. 16);
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> die Schilerinnen und Schiiler beim Erforschen arithmetischer Muster Hilfs-
mittel nutzen konnen (Amt fiir Volksschule des Kantons Thurgau, 2016, S. 17).
Fir den Kompetenzbereich «<Form & Raum» wird erwartet, dass
> die Schulerinnen und Schiiler geometrische Beziehungen, insbesondere zwi-
schen Langen, Flachen und Volumen, erforschen, Vermutungen formulieren
und Erkenntnisse austauschen (Amt fiir Volksschule des Kantons Thurgau,
2016, S. 24);
> sie Aussagen und Formeln zu geometrischen Beziehungen Uberprifen, mit
Beispielen belegen und begriinden kénnen (Amt fiir Volksschule des Kantons
Thurgau, 2016, S. 25).
Im Kompetenzbereich «Grdssen, Funktionen, Daten & Zufall» sollen
> die Schilerinnen und Schiiler zu Gréssenbeziehungen und funktionalen Zu-
sammenhangen Fragen formulieren, diese erforschen sowie Ergebnisse Gber-
prifen und begriinden (Amt fir Volksschule des Kantons Thurgau, 2016, S.
34);
> sie Sachsituationen zur Statistik, Kombinatorik und Wahrscheinlichkeit erfor-
schen, Vermutungen formulieren und Uberpriifen kénnen (Amt fiir Volks-
schule des Kantons Thurgau, 2016, S. 35).
Zu diesen Ubergreifenden Kompetenzbeschreibungen, die fiir samtliche Schulstufen
verbindlich sind, legt der Lehrplan sodann den Auftrag fir die drei einzelnen Zyklen
fest und formuliert fur drei unterschiedliche Zeitpunkte (Ende Kindergarten, Ende
vierte Klasse, Mitte achte Klasse) entsprechende Grundanforderungen, die von (fast)

allen Lernenden erreicht werden sollen.

2.4 Mathematisches Begriinden: Voraussetzungen fiir den
Aufbau von Begriindungskompetenz

Beim mathematischen Argumentieren und Begriinden ist es hilfreich, wenn be-
reichsspezifisches Methodenwissen verfligbar ist (Ufer, Heinze, Kuntze, & Rudolph-
Albert, 2009). Unter solch bereichsspezifischem Methodenwissen zum mathemati-
schen Argumentieren und Begriinden fasst man Metawissen, das heisst ein Wissen
liber Argumentieren und Begriinden, zusammen. Das flirs mathematische Argumen-

tieren und Begrinden notwendige Methodenwissen kann mit mindestens drei
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Aspekten beschrieben werden (Heinze & Reiss, 2003): 1) Wissen zum Argumentati-
onsschema, das heisst Wissen zur Form eines Arguments, 2) Wissen zur Struktur ei-
nes Arguments (Kapitel 2.1, Abbildung 1) und 3) Wissen zur Anordnung der Argu-
mente als Argumentationskette (Brunner, 2018c). Zum Wissen zum Argumentations-
schema gehort auch, dass die Schiilerinnen und Schiiler unterscheiden kénnen zwi-
schen Argumenten aus dem Alltag und mathematischen Argumenten und dass sie
Argumente entsprechend selbst entwickeln und prifen kénnen. Diese drei Facetten
von bereichsspezifischem Methodenwissen haben sich als sehr bedeutsam fiir das
Begriindenlernen erwiesen (Ufer et al., 2009). Wir werden deshalb auch zur Foérde-
rung von bereichsspezifischen Methodenkompetenzen einen Unterrichtsvorschlag

vorstellen (Kapitel 5).
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3 Vier prototypische Situationen fiir den Unterricht

Esther Brunner

Nachfolgend werden vier prototypische Situationen beschrieben, mit denen im Un-
terricht mathematisches Argumentieren gefordert werden kann. Diese Situationen
beschreiben — unabhangig von der Aufgabenstellung oder vom mathematischen In-
halt, um den es geht - Anlasse, die aus dem Alltag vertraut sind und die ganz be-
stimmten Regeln folgen. Diese vier Situationen liegen fir die Kindergartenstufe aus-
fuhrlich beschrieben und anhand von Bilderbiichern fiir den Einsatz in Zyklus 1 kon-
kretisiert vor (Brunner, 2016, 2018a). Sie wurden zudem im Rahmen des Forschungs-
projekts «lvMAIK» (Intervention Mathematisches Argumentieren im Kindergarten)
der Professur Mathematikdidaktik der PHTG in der Kindergartenpraxis erprobt
(Brunner, 2019). Fur die Arbeit in der Primarschule werden die vier prototypischen

Situationen hier adaptiert beschrieben.

3.1 Vier Teilaufgaben entlang der vier Prozessschritte
Eine erste Vorgehensweise nimmt die vier Prozessschritte des mathematischen Ar-

gumentierens und Begriindens (Kapitel 2.1) auf und setzt diese der Reihe nach um:

1) Die Kinder miissen eine bestimmte mathematische Struktur mit den diese kon-
stituierenden Merkmalen erkennen kdénnen. Diese Kompetenz wird unter an-
derem an der Moglichkeit der WeiterfiUhrung der vorhandenen Struktur er-

kennbar.

2) Sie mussen die erkannte Struktur beschreiben und somit die relevanten Merk-

male herausarbeiten kdnnen (Reprdisentation der relevanten Struktur).

3) Sie mussen Grinde finden und formulieren kdnnen, warum die Struktur ent-

oder besteht (Konstruktion einer Begriindung).

4) Schliesslich miissen sie im Einzelfall das Allgemeine erkennen und damit Ein-
sicht darlber erlangen, warum etwas immer und notwendigerweise gilt bezie-
hungsweise gelten muss und davon ausgehend eine giiltige Verallgemeine-

rung entwickeln konnen. Auf dieser Grundlage konnen sodann auch
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Vorhersagen fir weitere Falle getroffen und validiert beziehungsweise falsifi-
ziert werden. In diesem Schritt enthalten sind Verfahren zur Evaluation und
Priifung der vorgebrachten Begriindung bezlglich ihrer Giiltigkeit (Verallge-
meinerung, Rekonstruktion und Reproduktion der mathematischen Begriindung

auf allgemeine Weise).

Entlang dieser vier Schritte werden Teilaufgaben zu einem mathematischen Muster
formuliert. In Teilaufgabe 1 geht es jeweils um das Erkennen einer Struktur (1), in
Teilaufgabe 2 um deren Beschreibung beziehungsweise Reprasentation (2). Teilauf-
gabe 3 betrifft Griinde, warum die Struktur ent- oder besteht (3) und Teilaufgabe 4
bezieht sich auf die Verallgemeinerung (4). Dies kann beispielhaft wie folgt ausse-
hen:

Im ersten Schritt, in der eine Struktur oder ein Zusammenhang erkannt werden soll,
wird die Aufgabe so gestaltet, dass sie ein Problem vorstellt, bei dem erkannt werden
soll, was genau fehlt oder was das Besondere und Zentrale ist. Oder es wird ein Mus-

ter beschrieben, das fortgesetzt werden soll:

1. Das sind die ersten drei Figuren einer Folge. Zeichne weiter!

Der zweite Prozessschritt schliesst hier an und fordert dazu auf, die zentralen Merk-
male zu reprdisentieren, zum Beispiel zu beschreiben oder zu zeichnen oder handelnd
darzustellen.

2. Schreibe oder zeichne eine Anleitung, wie man das Muster weiter-
flihren kann!

Im dritten Schritt wird nach einer Begriindung eines Zusammenhangs gefragt. Dazu
braucht es evtl. ergdnzende Informationen oder Hinweise, die auf diesen Zusam-

menhang hinweisen:
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3. Schreibe zu den einzelnen Figuren, wie viele Kdstchen du brauchst,
um sie zu zeichnen.
Wie viele Kdstchen braucht man fur die 7. Figur? Erkldre, warum es

denadu so viele sind?

Der vierte Prozessschritt zielt dann auf die Verallgemeinerung ab und verlangt eine
Formulierung fiir den allgemeinen Fall, das heisst flr etwas, das «immer» so ist bzw.
«Sein muss»:

4. Wie muss deine Erkldrung heissen, dass sie immer (flr irgendein
Beispiel, also auch flr die 50., 100. oder 1000. Figur) funktioniert?

Die vier Prozessschritte — erkennen, beschreiben/reprasentieren, erklaren, verallge-
meinern — kdnnen im Wesentlichen mit den folgenden vier Auftragen bei beliebigen
mathematischen Strukturen angeregt und herausgefordert werden:
1) Was siehst du? Beschreibe!
2) Wie geht es weiter? Beschreibe! Schreibe deine Vermutung auf.
3) Warum meinst du, dass es so weitergeht?
Uberpriife deine Vermutung und zeige, ob sie stimmt.

4) Ist dasimmer so? Warum oder warum nicht?

3.2 Mathematisches Streiten

Eine sehr reichhaltige Situation zum Begriinden und Argumentieren ist auch das ma-
thematische Streiten. Flr einen Streit braucht es einen Gesprachsgegenstand, der
strittig ist oder strittig gemacht werden kann, etwas, worliber Unsicherheit herrscht,
ob es so oder doch anders ist (Van Eemeren & Grootendorst, 2004). Im Gesprach mus-
sen nun Begriindungen formuliert und vom Gegenuber Uberprift werden. Stimmt
das? Ist das so oder eben doch nicht? Argumente werden ausgetauscht und gegen-
seitig geprift, immer mit der Frage, was nun stimmt und was nicht oder wer recht
hat. Dieser Streit kann dadurch entschieden werden, dass die Giltigkeit der Argu-

mente geprift wird. Ein glltiges Argument muss logisch-schliissig sein und muss
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aus der Mathematik selbst stammen. Es verbindet die Voraussetzung(en) mit der Be-
hauptung liber eine Begriindung (siehe Kapitel 2.1, Abbildung 1).

Solche mathematischen Streitsituationen kdnnen bewusst und zu ganz unterschied-
lichen Inhalten konstruiert werden, indem beispielsweise fiir eine Aufgabe zwei un-
terschiedliche Losungen gegeben werden und danach gefragt wird, welche stimmt

und warum dies so ist.

Eine weitere Umsetzung ist die Beschreibung von zwei unterschiedlichen Aussagen,
bei denen entschieden werden muss, welche zutrifft und welche nicht und weshalb

dies so ist bzw. wie sich das begriinden lasst:

Leandra sagt: «Jede gerade Zahl kann als Summe von zwei ungeraden
Zahlen dargestellt werden.»
«Nein! Das stimmt nicht!» sagt Tobias. «Das geht auch mit drei oder

vier ungeraden Zahlen!»

Wer hat recht? Und warum?

Dieses Vorgehen lasst sich beliebig in verschiedensten mathematischen Inhaltsge-
bieten einsetzen und ist beispielsweise auch geeignet, um Definitionen auszuschar-

fen und zu vervollstandigen:

Valerie sagt: «<Ein Quadrat hat immer 4 gleich lange Seiten.»
«Das ist aber auch bei einer Raute so. Dann kann das nicht stimmen!»

meint Lino.

Wer hat recht? Und warum?

Wichtig bei diesem Vorgehen ist, dass solche Streitgesprache grundsatzlich in eine
Gesprachssituation eingebettet sind, sei es miindlich oder schriftlich. Die unter-
schiedlichen Argumente, die hervorgebracht werden, miissen dann vom (fiktiven)

Gegenliber gepriift werden. Es muss beurteilt werden, inwiefern sie giiltig sind.
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Gerade diese Entscheidung, ob ein Argument gliltig ist oder nicht, braucht viel fach-
liches Wissen, sowohl von den Schiilerinnen und Schiilern wie der Lehrperson. Ist
dieses mathematische Wissen bei den Kindern noch nicht vorhanden, tGibernimmt
die Lehrperson und stellt ein giltiges und vollstandiges Argument vor, lasst es die
Kinder beurteilen und kontrastiert mit einem Argument, das ungliltig ist, das eben-
falls von den Kindern eingeschatzt werden kann. Besonders fruchtbar sind Gespra-
che Uber die Gultigkeit von Argumenten, die zwar glltig sind fir bestimmte Bei-

spiele, nicht aber immer oder fur solche, die nicht vollstéandig sind.

3.3 Fehler suchen
Auch Fehler in vorhandenen Strukturen zu erkennen, zu beschreiben und zu begriin-
den, ist eine didaktische Moglichkeit, mathematisches Begriinden und Argumentie-
ren zu fordern. Bei mathematischen Fehlern geht es um eine Verletzung einer ma-
thematischen Struktur, eines Zusammenhangs oder einer Gesetzmassigkeit. Jemand
schreibt: «1,4,9, 16, 23...» und alle wissen, dass hier eine mathematische Konvention
verletzt wird, indem nach der 16 (4?) die 25 (5%) kommen mudsste als eine Folge von
Quadratzahlen. Oder jemand sagt, dass 500 das Doppelte von 200 sei, was nachweis-
bar nicht zutrifft. Verletzt wird mit solchen Aussagen eine mathematische Gesetz-
massigkeit. Solche mathematischen Fehler kdnnen als Ausgangslage zum Argumen-
tieren dienen. Dazu braucht es vier Teilaufgaben, die sich - leicht modifiziert — eben-
falls an den vier Prozessschritten mathematischen Argumentierens und Begriindens
orientieren (vgl. Brunner, 20183, S. 33):
1) Der Fehler beziehungsweise das Abweichen von der mathematischen Regel,
Gesetzmassigkeit oder Konvention muss gesucht und gefunden werden.
Dazu muss die Struktur zunachst identifiziert werden kénnen.
2) In einem weiteren Schritt muss begriindet werden, warum es sich bei der ge-
fundenen Abweichung um eine Abweichung von einer Regel handelt.
3) Nun muss die fehlerhafte Struktur korrigiert werden, indem die erkannte Ord-
nung wiederhergestellt wird.
4) Abschliessend kann begriindet werden, warum die Struktur nun wieder kor-

rekt ist.
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Findest du den Fehler?

14, 27, 40, 53, 66, 97, ....

Korrigiere und begrinde, warum dies falsch ist.

Bist du sicher, dass es hun stimmt? Warum?

3.4 Behaupten und Widerlegen oder Bestatigen'

Ebenfalls eine fruchtbare und Uberdies lustvolle Anlage ist das Schwindeln, Schum-
meln und Liigen oder das Behaupten von irgendwelchen (mathematischen) Dingen.
Dazu muss man sich zunachst einmal Gberlegen, was man genau unter einer Liige
versteht und was genau als wahr gilt. Es stellt sich auch die Frage, was das Gegenteil
von «wahr» ist. «Falsch» oder «halb wahr» oder etwas, das geschwindelt ist? Die Ma-
thematik |6st diese Frage, indem sie zwischen «wahrer Aussage» und «falscher Aus-
sage» unterscheidet? «Wahr» ist eine Aussage in der Mathematik nur dann, wenn sie
vollstandig zutrifft. Eine «falsche Aussage» ist jede Aussage, die nicht zutrifft. Es gibt
in der Mathematik deshalb keine halben Wahrheiten oder so etwas wie zuldssige
bzw. akzeptierte Notlligen. Eine Aussage ist entweder wahr oder falsch. Der Satz «Ein
Dreieck hat drei Ecken» ist eine wahre Aussage, weil sie zutrifft und ein Dreieck zwin-
gend drei Ecken hat. Der Satz «9 ist eine Primzahl» hingegen ist eine falsche Aussage,
weil man 9 durch 3 teilen kann, eine Primzahl aber nur durch sich selbst und durch 1
teilbar ist.

Wichtig zu wissen ist, dass eine «Aussage» nicht zwingend sprachlich formuliert sein
muss. Auch eine korrekte Gleichung - z. B. 3 + 3 = 6 - ist eine wahre Aussage. Eine
falsch geloste Gleichung hingegen - z. B. 24 + 28 = 51 - ist eine falsche Aussage.
Enthalt die Gleichung eine Variable - z. B. 2x + 17 = 21 —, kann man nicht bestimmen,

ob die Aussage wahr oder falsch ist. Das kann man erst entscheiden, wenn man die

! Dieser Teil ist weitgehend aus Brunner (20183, S. 42 ff.) entnommen und entsprechend adaptiert.
2 Auf Spezialfalle wird hier nicht weiter eingegangen.
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Gleichung aufgeldst und fur die Variable eine Zahl eingesetzt hat: 2x + 17 = 21 wird
eine wahre Aussage, wenn man x = 2 einsetzt.

Aussagen sind in der Mathematik Satze, die keinen Interpretationsspielraum zulas-
sen. Ein Satz wie «Das ist gross» ist in der Mathematik (und in der Logik) keine Aus-
sage, weil man nicht bestimmen kann, ob der Satz wahr oder falsch ist. Dafiir fehlt
eine Referenzangabe. Wiirde der Satz hingegen «1 m ist langer als 50 cm» heissen,
handelt es sich um eine wahre Aussage, weil dieser Aussage ein eindeutiger Wahr-
heitswert (wahr - falsch) zugeordnet werden kann.

In der Mathematik gibt es einfache und zusammengesetzte Aussagen. Eine einfache
Aussage umfasst einen einzigen Sachverhalt: «2 + 2 = 4». Eine zusammengesetzte
Aussage bringt mehrere Sachverhalte zusammen, zum Beispiel durch eine Prazisie-
rung: «2 + 2 = 4 und damit die Halfte von 8.»

Wenn eine Aussage bei jeder Interpretation, das heisst immer, wahr ist, ist sie allge-
meingultig.

Einen Sonderfall von Aussagen stellt die Verneinung dar. Die sprachlich negativ for-
mulierte Form kann dennoch eine wahre Aussage sein: «Das ist kein Dreieck» ist dann
eine wahre Aussage, wenn beispielsweise ein Kreis gezeigt wird. Eine falsche Aus-
sage ware es, wenn auf ein Dreieck gezeigt wiirde.

Aussagen kdnnen auch miteinander verkniipft werden. Dabei sind folgende flinf ver-
schiedene Verknlipfungsarten bedeutsam:

1) UND-Verknupfung: «6 ist eine gerade Zahl UND 6 ist kleiner als 7.» (Beide Teil-
aussagen sind zugleich wahr.)

2) ODER-Verknlpfung: «6 ist eine gerade Zahl ODER kleiner als 10.» (Mindestens
eine Teilaussage ist wahr.)

3) ENTWEDER-ODER-Verknlpfung: «<Entweder ist 15 durch 3 ODER durch 4 teil-
bar.» (Eine Teilaussage ist wahr und die andere ist zugleich falsch.)

4) WENN-DANN-Verknipfung: «Wenn 81 durch 9 teilbar ist, dann ist 81 durch 3
teilbar.» (Wenn dann falsch, wenn A [Voraussetzung] wahr und B gleichzeitig
falsch. Sonst, wenn A, dann B wahr)

5) GENAU WENN-DANN-Verkniipfung: «81 ist teilbar durch 9 genau dann, wenn
die Quersumme von 81 durch 9 teilbar ist. » (Genau dann wahr, wenn beide

Aussagen den gleichen Wahrheitswert haben.)
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Verknipfungen von Aussagen flihren ihrerseits zu neuen wahren oder falschen Aus-

sagen.

Aussagen auf ihren Wahrheitsgehalt hin zu Giberprifen, ist anspruchsvoll und setzt
entsprechendes mathematisches Vorwissen voraus. Wenn eine Aussage bezliglich
ihres Wahrheitsgehaltes Giberprift wird, gibt es zwei mogliche Antworten: Entweder
ist die Aussage falsch und wird deshalb zuriickgewiesen oder sie ist wahr und wird
bestatigt. Wahre beziehungsweise falsche Aussagen zu identifizieren, bedeutet, eine
begriindete Beurteilung und Einschatzung bezlglich des Inhalts zu treffen und zwar
in Verbindung mit fachlichem Vorwissen.

Ein kognitiv anspruchsvollerer Schritt ist fur die Beurteilung des Wahrheitsgehaltes
von Negationen, das heisst von Verneinungen, notwendig. Bei solchen Aussagen
muss der Wahrheitsgehalt in Beziehung gesetzt werden zur vorhandenen Form, also
der Negation. «Das ist KEIN rechter Winkel» ist nicht nur etwas vollig anderes als «Das
ist ein rechter Winkel», sondern lasst zudem einen grésseren Méglichkeitsraum zu:
Was ist es denn, wenn es KEIN rechter Winkel ist? Solche Negationen sind fiir die Ma-
thematik aber sehr wichtig, weil sie den Moglichkeits- und Wertebereich prazisieren
und die Voraussetzungen klaren.

Aussagen miteinander zu neuen Aussagen zu verknUipfen, ist je nach Verkniipfungs-
art unterschiedlich anspruchsvoll. Am einfachsten ist die UND-Verkniipfung, weil da-
bei beide Teilaussagen wahr sein miissen, damit die neue verkniipfte Aussage wahr
wird. ODER-Verknlpfungen hingegen kénnen eine Entscheidung verlangen, aber
nicht zwingenderweise, wie dies fur die ENTWEDER-ODER-Verknlpfungen gilt. Die
WENN-DANN-Verkniipfungen zeigen einen zeitlichen Verlauf von Voraussetzung
und Folge beziehungsweise Konsequenz an und sind ebenfalls anspruchsvoll, weil
sorgfaltig lGberlegt werden muss, was die Voraussetzung ist und welches die Konse-
quenz. Die GENAU-WENN-DANN-Verknlpfungen prazisieren diese Voraussetzung-
Folge-Struktur in zwingender Weise. Etwas gilt NUR GENAU-WENN-DANN.

Wahre und falsche Aussagen zu konstruieren, eignet sich insbesondere im Zusam-
menhang mit Definitionen sehr gut. Die Schilerinnen und Schiiler werden beispiels-
weise aufgefordert, bestimmte Formen oder Kérper in der Umgebung zu suchen und

zu beschreiben und zu benennen: «Das ist ein Prisma.» Zeigt das Kind dabei
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tatsachlich auf ein Prisma, ist die Aussage wahr. Nun kann begriindet werden, warum
dies ein Prisma und nicht etwa ein Zylinder ist, und dabei muss auf mathematische
Eigenschaften und Beziehungen zurtickgegriffen werden, durch welche ein Prisma
definiert ist, zum Beispiel: «Das ist ein Prisma, WEIL seine Grundflache ein Fiinfeck
ist.» Das ist zwar eine wahre Aussage und richtige Begriindung, die das Prisma ge-
genliber dem Zylinder abgrenzt, aber sie ist nicht hinreichend. Ein Prisma ist ja nicht
allein durch seine Grundflache (Vieleck) definiert, sondern dadurch, dass dieses
ebene Vieleck entlang einer nicht in dieser Ebene liegenden Gerade im Raum parallel
verschoben - d. h. gewissermassen aus der Ebene in den Raum gezogen — wird: «Ein
Korper heisst gerades n-seitiges Prisma (kurz: Prisma), wenn er begrenzt wird von
zwei zueinander kongruenten und zueinander parallelen n-Eckflachen und n-Recht-
eckflachen.» (Rolles, 2001, S. 275).

Ausgehend von solchen Formen und Kérpern kénnen wahre und falsche Aussagen
vorgestellt, bezliglich ihres Wahrheitsgehalts gepriift und eingeschatzt werden, wo-
bei die Einschdatzung mathematisch begriindet werden muss. Gearbeitet wird damit
an derim Lehrplan 21 formulierten Kompetenz MA.2.B: «Die Schiilerinnen und Schi-
ler kbnnen Aussagen und Formeln zu geometrischen Beziehungen Uberprifen, mit
Beispielen belegen und begriinden.» (D-EDK, 2014, S. 23).

Weniger geeignet flr solche Lernanldsse, um den Wahrheitsgehalt von Aussagen zu
prufen und die Antwort begriinden zu lernen, sind mathematische Strategien oder
Konventionen. Ob man die halbschriftliche Strategie des Ergdanzens oder diejenige
von Stellenwerten extra bei der Subtraktion verwendet, ist eine Vorgehensweise,
kein mathematisches Gesetz. Solche Vorgehensweisen lassen sich beziiglich Pas-
sung zur Aufgabenstellung und Zweckmassigkeit ihres Einsatzes begriinden, aber
nicht ob die eine oder andere wahr beziehungsweise falsch ist. Wahr oder falsch kdn-

nen lediglich die beim Verfahren getatigten Aussagen sein.
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4 Aufgabensammlung

Romaine Jullier

Mathematisches Argumentieren erfolgt gemass Lehrplan (Amt fir Volksschule des
Kantons Thurgau, 2016) in allen drei Inhalts- beziehungsweise Kompetenzbereichen
und ist eng mit dem Handlungsaspekt des Erforschens verknlpft. Erforschen im
Sinne von systematischem Untersuchen, Erkunden und Ausprobieren ist zentral, da-
mit eine entsprechende Handlungs- und Wissensbasis vorliegt, auf der argumentiert
werden kann. Deshalb sollte den nachfolgenden Aufgabenstellungen immer auch
eine Phase des Erkundens und experimentellen Denkens (Philipp, 2013) vorausge-
hen.

Die nachfolgenden zusammengetragenen Aufgabenstellungen haben exemplari-
schen Charakter und werden nach Inhalts- beziehungsweise Kompetenzbereich des
Kompetenzmodells Mathematik (Amt fiir Volksschule des Kantons Thurgau, 2016)
aufgefihrt.

4.1 Aufgaben zum Kompetenzbereich «Zahl & Variable»

Die Aufgabenbeispiele stammen vorwiegend aus dem Kompetenzbereich «Zahl &
Variable», weisen aber oft auch eine Verbindung mit dem Kompetenzbereich «<Form
& Raum» auf. Solche Verbindungen von Kompetenzbereichen sind fir das Lernen
von Mathematik besonders wichtig. Die Aufgaben selbst haben innermathemati-
schen Charakter, das heisst, sie beziehen sich auf die Mathematik selbst und nicht

auf aussermathematische Themen.

a) Werden drei aufeinanderfolgende Zahlen addiert, entsteht ein Vielfaches von
4.z.B.3 + 4 + 5. Ist das immer so? Stimmt diese Behauptung immer? Falls nicht,
korrigiere den Satz. (Die Behauptung stimmt nur manchmal, bei Spezialféllen.)

b) Rechne verschiedene Summen von drei aufeinanderfolgenden Zahlen aus und
stelle eine Vermutung auf, indem du folgenden Satz vervollstandigst. Wenn ich

Aufgaben zu Teilbarkeit und Vielfachen Quelle
Teilbarkeit der Summe von drei aufeinanderfolgenden Zahlen In Anleh-
Grundgedanke: Begriindungsaufgabe mit unendlich vielen Fdllen nung an
= Generalisierungen treffen, Muster erkennen, Schliisselwérter (nie, manchmal, immer), | Stylianides
Gegenbeispiele (2016,
S.123)
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drei aufeinanderfolgende Zahlen addiere, ist die Antwort immer ein Vielfaches
von ...

Uberpriife deine Vermutung. Warum meinst du, dass sie stimmt? Ist das immer
so? Warum oder warum nicht? Versuche mit Worten oder einer Zeichnung zu
zeigen warum oder warum nicht.

@) — (b)

Maogliche Weiterfiihrungen
(analog bearbeiten wie Aufgabe zur Summe von drei aufeinanderfolgenden Zahlen):

Wenn du eine gerade und eine ungerade Zahl zusammenzahlst, erhaltst du
eine ungerade Zahl. Ist das immer so? Zeige auf und begriinde! Zeige an Bei-
spielen, verbal, zeichnerisch und rechnerisch! ( Brunner, 2014)

Eine ungerade Zahl plus eine ungerade Zahl ergibt immer eine gerade Zahl.
Stimmt die Aussage? Uberpriife! Beschreibe und zeige, was passiert! (Hinweis:
Wie kannst du eine ungerade Zahl darstellen? Wie kannst du die Addition von
zwei ungeraden Zahlen darstellen?)

i

Figure 7.3 Anillustration that number 7is an odd number.

Aot

Warum ist die Summe von vier aufeinanderfolgenden ungeraden Zahlen durch
acht teilbar?

Uberpriife folgende Aussage und begriinde oder widerlege sie: Die Summe
von vier aufeinanderfolgenden Zahlen ist stets durch 2 teilbar! Zeige an Bei-
spielen, zeichnerisch und rechnerisch! (Mathematik 5, S. 97; Diener et al., 2015a,
S.97).

Uberpriife folgende Aussage und begriinde oder widerlege sie: Wenn zwei
Zahlen je durch 2 teilbar sind, so ist die Summe durch 4 teilbar! Zeige an Bei-
spielen, zeichnerisch und rechnerisch! (Mathematik 5, S. 97; Diener et al., 2015a,
S.97).

Summen von zwei Vielfachen von 3
Grundgedanke: Widerlegen oder Rechtfertigung einer Aussage, von einem Fall zu endlich
vielen Fdllen, zu unendlich vielen Fdllen (Allgemeingtiltigkeit)

In Anleh-
nung an
Stylianides
(2016, S. 29)
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Variante 1: Rechtfertigung
a) Was haben folgende Summanden und Summen gemeinsam? Beschreibe!
3+6=9
3+9=12
6+12=18
6+15=21

b) Bilde die Summen von weiteren zwei Vielfachen von 3. Was fallt dir auf? Stelle
eine Vermutung auf.

c) Uberpriife deine Vermutung an weiteren Beispielen und zeige, ob sie stimmt.

d) Trifft deine Vermutung immer zu? Warum ist das so? Warum nicht?

Variante 2: Widerlegung
Behauptung: Werden zwei Vielfache von 3 addiert, ist die Summe immer durch 6 teil-
bar.
a) Uberpriife die Aussage an folgendem Beispiel: 33 + 36 und beschreibe, was dir
auffallt.
b) Uberpriife die Aussage an weiteren Beispielen. Stelle eine eigene Vermutung
auf.
c) Warum meinst du, dass deine Vermutung stimmt? Uberpriife sie an weiteren
Beispielen.
d) Trifft deine Vermutung immer zu? Warum ist das so? Warum nicht?

Mogliche Weiterfiihrungen (analog bearbeiten):

- Werden drei Vielfache von 3 addiert, ist die Summe immer durch 3 teilbar.

- Werden zwei Vielfache von 4 (5, 6, ...) addiert, ist die Summe durch 4 (5, 6, ...)
teilbar.

- Wenn du eine gerade und eine ungerade Zahl zusammenzahlst, erhaltst du
eine ungerade Zahl. Ist das immer so? Zeige auf und begriinde! Zeige an Bei-
spielen, verbal, zeichnerisch und rechnerisch!

- Eine ungerade Zahl plus eine ungerade Zahl ergibt immer eine gerade Zahl.
Stimmt die Aussage? Uberpriife! Beschreibe und zeige, was passiert! (Hinweis:
Wie kannst du eine ungerade Zahl darstellen? Wie kannst du die Addition von
zwei ungeraden Zahlen darstellen?) (Grundgedanke: Begriindungsaufgaben
mit unendlich vielen Fallen, Generalisierungen treffen, Muster erkennen,
Schliisselworter nie, immer, Gegenbeispiele) (Stylianides, 2016, S. 137).

{

Figure 7.3 Anillustration that number 7is an odd number.

T

- Warum ist die Summe von vier aufeinanderfolgenden ungeraden Zahlen durch
acht teilbar?
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- Uberpriife folgende Aussage und begriinde oder widerlege sie: Die Summe
von vier aufeinanderfolgenden Zahlen ist stets durch 2 teilbar! Zeige an Bei-
spielen, zeichnerisch und rechnerisch! (Mathematik 5, S. 97; Diener et al., 2015a,
S.97).

- Uberpriife folgende Aussage und begriinde oder widerlege sie: Wenn zwei
Zahlen je durch 2 teilbar sind, so ist die Summe durch 4 teilbar! Zeige an Bei-
spielen, zeichnerisch und rechnerisch! (Mathematik 5, S. 97; Diener et al., 2015a,
S.97).

Aufgaben zu Grundoperationen

Differenzen von dreistelligen Zahlen und ihren Umkehrzahlen untersuchen und | In Anleh-
begriinden nung an
a) Gegeben ist eine dreistellige Zahl aus drei verschiedenen Ziffern, namlich 345. | Biichter &
Indem die Ziffernreihenfolge umgedreht wird, entsteht die Umkehrzahl 543. Leuders
Nun subtrahiere (abziehen) die kleinere Zahl von der grosseren Zahl. (2011, S.53)
b) Wahle eine weitere dreistellige Zahl aus drei verschiedenen Ziffern aus. Er-
zeuge ihre Umkehrzahl, indem du die Ziffernreihenfolge umdrehst. Dann ziehe
die kleinere von der grésseren Zahl ab. Wiederhole das Vorgehen mehrmals.
Was fallt dir auf? Beschreibe.
¢) Welche Ergebnisse kommen heraus, wenn man dies mit verschiedenen Aus-
gangszahlen macht? Formuliere eine Vermutung.
d) Warum meinst du, dass deine Vermutung zutrifft? Uberpriife sie und zeige, ob
sie stimmt. Tipp: Legeplattchen in der Stellenwerttafel.
e) Trifft deine Vermutung immer zu? Warum? Warum nicht?
Maogliche Weiterfiihrungen
a) Ausgehend von einer dreistelligen Zahl, deren Ziffern nicht gleich sind, soll die
Differenz mit der Umkehrzahl gebildet und dazu die Umkehrzahl des Ergebnis-
ses addiert werden.
625-526= 099 099 + 990 = 1089
634 -436= 198 198 + 891 = 1089
Beschreibe, was dir in den zwei Beispielen auffallt.
b) Rechne weitere Beispiele aus. Was stellst du fest? Notiere eine Vermutung.
¢) Warum meinst du, dass deine Vermutung zutrifft? Uberpriife deine Vermutung
und zeige, ob sie stimmt.
Tipp: Begriinde mithilfe der Strategie Stellenwert extra oder mithilfe der Stel-
lentafel.
d) Istdasimmer so? Warum? Warum nicht?
Produkte von Rechnungspaaren untersuchen und begriinden In Anleh-
a) Rechne die acht Rechnungen aus und vergleiche die zwei Resultate von jedem | nungan
Rechnungspaar. Was fallt dir auf? Beschreibe! Diener et al.
18-119 30-131 44 - 145 63164 (20153,
19-118 31-130 45144 64163 5.55)

b) Finde weitere Rechnungspaare mit der gleichen Eigenschaft und schreibe eine
Vermutung auf.

¢) Warum meinst du, dass deine Vermutung zutrifft? Uberpriife sie und zeige, ob
sie stimmt.
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d) Versuche aufzuzeigen, warum alle Rechnungspaare diese Eigenschaft haben.

Summen von Zahlen aus drei identischen Ziffern untersuchen und begriinden In Anleh-
a) Du hast die drei Ziffern 1,4 und 7 zur Verfligung. Schreibe alle méglichen nung an
dreistelligen Zahlen auf, die du mit diesen Ziffern bilden kannst. Addiere an- Affolter,
schliessend alle dreistelligen Zahlen und teile die Summe aller Zahlen durch Amstad,
die Summe der drei gewahlten Zahlen (1 + 4 + 7). Was fallt dir auf? Beschreibe! | Doebeli &
b) Wahle drei andere voneinander verschiedene Ziffern und verfahre gleich. Was | Wieland
stellst du fest? Schreibe deine Vermutung auf. (2010,S.11)
¢) Warum meinst du, dass deine Vermutung zutrifft? Uberpriife sie an weiteren
Beispielen und zeige, dass sie stimmt.
d) Trifft deine Vermutung immer zu? Warum? Warum nicht?
Anzahl Moglichkeiten, durch Addition von zwei Summanden eine bestimmte In Anleh-
Summe zu bilden, untersuchen und begriinden nung an
Grundgedanke: mehrdeutige Voraussetzungen eingrenzen, Muster erkennen Stylianides
(2016,
a) Wie viele Moglichkeiten gibt es, die Zahl 10 mit einer Addition zu bilden, wenn | S. 42 ff.)
nur ganze Zahlen ab 1 als Summanden gewahlt werden diirfen, die Summe aus
zwei Summanden besteht und kommutative Paare, alsoz.B.1 +9=9+ 1 als
eine Moglichkeit gelten? Erklare, warum du denkst, alle Méglichkeiten gefun-
den zu haben.
b) Wiederhole das Vorgehen fiir die Summe 11 und 12. Was féllt dir auf? Schreibe
eine Vermutung auf.
c) Uberpriife deine Vermutung und zeige, ob sie stimmt.
d) Welche Muster erkennst du fiir die Anzahl Méglichkeiten? Beschreibe.
e) Wie viele Moglichkeiten gibt es fiir irgendeine Zahl? Stelle eine Vermutung auf
und Uberpriife sie.
f) Istdasimmer so? Warum ist das so? Warum nicht?
Rechnen mit negativen Zahlen In Anleh-
Liftproblem und Unendlichkeit nung an
a) Du befindest dich in einem Gebdude mit zwolf Stockwerken Giber dem Boden Stylianides
und zwolf Stockwerken unter dem Boden (vgl. Abbildung). Wie viele Moglich- | (2016, S. 59)
keiten gibt es fiir eine Person, den 2. Stock zu erreichen, wenn du stets den Di-
rektweg wahlst und keine Zwischenstopps einlegst? Beispiel: Du startest im
Stockwerk -2 und gehst 4 Stockwerke nach oben (-2 + 4).
b) Erklare, warum du sicher alle Moglichkeiten gefunden hast. (25 Moglichkeiten,
denn bei allen 25 Stockwerken kann man starten und dann eine positive oder
eine negative Zahl addieren)
c) Wie viele Moglichkeiten gibt es, wenn das Gebaude 13 Stockwerke unter und
13 Gber dem Boden hat?
d) Wie sieht es mitje 14, 15, ... Stockwerken aus? Schreibe eine Vermutung auf.
e) Warum meinst du, dass deine Vermutung stimmt? Uberpriife sie.
f) Ist dasimmer so? Warum? Warum nicht?
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Mogliche Weiterfiihrung (Stylianides, 2016, S. 81)

Grundgedanke: Begriindungsaufgabe mit einem singuldren Fall

Nicht nur Berechnungsverfahren oder —algorithmus einsetzen, sondern Aussage rechtfer-
tigen oder widerlegen und Vorhandensein einer mathematischen Herausforderung fiir
Zielgruppe

2 Begriinden leistet Beitrag zur Vertiefung von bereits vorhandenem Wissen (iber Be-
rechnungsalgorithmus und -verfahren und kann der AuslGser fiir die Entwicklung von
Konzepten sein

= Begriinden im Bereich des Berechnens kann helfen, die Aufmerksamkeit der Lernenden
auf Regeln und Strukturen zu lenken und ihr Verstédndnis zu vertiefen.

Addition negativer Zahlen (vgl. Liftproblem)
a) Erzdhle fir die Rechnungen je eine Liftgeschichte.
6+ (-6)
(-6) + (6)
(-6) + (-6)
b) Berechne anschliessend und erkldre, warum deine Lésungen richtig sind.
¢) Schreibe eine Vermutung zur Addition mit Zahlen mit einem negativen Vorzei-
chen auf.
Wird zu einer Zahl mit positiven Vorzeichen eine Zahl mit negativem Vorzei-
chen addiert, ...
d) Uberpriife deine Vermutung mit anderen Rechnungen und zeige, ob sie
stimmt.
e) Ist dasimmer so? Warum? Warum nicht?
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Aufgaben zu Primzahlen

Primzahlen
Grundgedanke: Rechtfertigung/Widerlegung einer Aussage, von einem Fall zu endlich
vielen Fdllen zu unendlich vielen Fdllen (Allgemeingdiltigkeit)

a) Ist 23 eine Primzahl? Warum/ warum nicht? Was ist an der Zahl besonders?
Beschreibe!

b) Wie viele Primzahlen gibt es zwischen 10 und 20?

c) Gibteszwischen 1 und 10 und 21 und 30 gleich viele Primzahlen? Schreibe
eine Vermutung auf und Uberprife sie.

d) Wie sieht es mit den Anzahl Primzahlen zwischen 1 und 10 und 101 und 110
aus? Notiere eine Vermutung und tiberpriife sie.

e) Warum meinst du, dass es so weitergeht?

f) Istdasimmer so? Warum? Warum nicht?

Mogliche Weiterfiihrung
- Zeige, dass das Sechsfache irgendeiner Primzahl immer ein Vielfaches von 3 ist.
- Die Summe von irgendwelchen zwei Primzahlen ist wieder eine Primzahl.
Denkst du, diese Aussage stimmt? Uberpriife sie. Warum denkst du, ist das s0?

In Anleh-
nung an
Stylianides
(2016, S. 29)

Aufgaben zu figurierten Zahlen, Folgen und Reihen
(Verkniipfung Arithmetik und Geometrie)

Dreieckszahlen
®
o L X
® L 14 Qoo
® o0 L X 1 J 0000
Was siehst du? Beschreibe!
Wie geht es weiter? Setze die Folge/ das Muster fort!
Welche Muster, Eigenschaften und Strukturen entdeckst du? Beschreibe!
Erklare mit einer Regel, wie es weitergeht!

Uberpriife deine Regel und zeige, ob sie stimmt.
Ist das immer so? Warum ist das so? Warum nicht?

>egoge

Mogliche Weiterfiihrung: Pyramidenzahlen

5 & &

Was siehst du? Beschreibe!

Wie geht es weiter? Setze die Folge/ das Muster fort!

Welche Muster, Eigenschaften und Strukturen entdeckst du? Beschreibe!
Erklare mit einer Regel, wie es weitergeht!

Uberpriife deine Regel und zeige, ob sie stimmt.

Ist das immer so? Warum ist das so? Warum nicht?

>egoge

In Anleh-
nung an

Leuders,

(2010,

S. 115 ff.)
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Anzahl mogliche Quadrate untersuchen und begriinden
Grundgedanke: Begriindungsaufgaben mit endlich vielen Fdllen

|
Gegeben ist ein 2 x 2-Quadrat auf kariertem Papier (2 x 2 Hauschen). 1

a) Wie viele verschiedene Quadrate kannst du in diesem Quadrat einzeichnen?
Zeige auf, dass dies alle sind. (Losung: vier 1 x 1-Quadrate und ein 2 x 2-
Quadrat)

b) Nun ist ein 3 x 3-Quadrat vorgegeben. Wie viele verschiedene Quadrate
kannst du in diesem Quadrat einzeichnen? Zeige auf, dass dies alle sind. (L6-
sung: neun 1 x 1 Quadrate, vier 2 x 2-Quadrate, ein 3 x 3-Quadrat)

¢) Wie viele verschiedene Quadrate kannst du in einem 4 x 4- (30) und 5 x 5- (55)
Quadrat einzeichnen? Zeige auf, dass dies alle sind.

d) Wie geht es weiter: Wie viele Quadrate kommen jeweils hinzu? Findest du
Muster und Regelmassigkeiten? (12+ 22+ ... + n?) Schreibe deine Vermutun-
gen auf und Gberprife sie. Warum passiert das?

e) Wende deine Vermutung auf 10 x 10- und 60 x 60-Quadrat an!

Number of squares

Size of square .
—_— ofthat size

1 (l-by_l) T
4 (2-by2) ~=--2 :
9 (S.L\},_S) I’ - .

-
Figure 1.1 A4-by4 square. 16 (4]5}-_4) -

In Anleh-
nung an
Stylianides
(2016, S. 2)

4.2 Aufgaben zum Kompetenzbereich «<Form & Raum»

Die nachfolgenden Aufgabenbeispiele stammen vorwiegend aus dem Kompetenz-

bereich «<Form & Raump», stehen aber auch in Verbindung mit dem Kompetenzbe-

reich «Zahl & Variable». Auch diese Aufgaben haben vorwiegend innermathemati-

schen Charakter.

) Funktioniert die Regel immer? Ist das immer so? Warum? Warum nicht?

)

Aufgaben zu Umfang und Flache Quelle
Was passiert mit dem Umfang eines Quadrates, wenn du In Anleh-
- die Seitenlange verdoppelst? nung an
- die Seitenlange verdreifachst? Diener et al.
- die Seitenlange halbierst? (20154,

a) Probiere es an Beispielen aus. S.19)

b) Beschreibe, was mit dem Umfang passiert und stelle eine Vermutung auf.

¢) Uberpriife deine Vermutung an weiteren Beispielen und zeige, ob sie stimmt.

d) Stelle eine allgemeine Regel auf und erklare sie.
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Was passiert mit der Flache eines Quadrates, wenn du In Anleh-

- die Seitenlange verdoppelst? nung an
- die Seitenlange verdreifachst? Diener et al.
- die Seitenlange halbierst? (2015a,
a) Probiere es an Beispielen aus. S.19)
b) Beschreibe, was mit der Flache passiert und stelle eine Vermutung auf.
c) Uberpriife deine Vermutung an weiteren Beispielen und zeige, ob sie stimmt.
d) Stelle eine allgemeine Regel auf und erklére sie.
e) Funktioniert die Regel immer? Ist das immer so? Warum? Warum nicht?
Was passiert mit dem Umfang eines Rechtecks, wenn du In Anleh-
- die Lange verdoppelst? Die Breite verdoppelst? Lange und Breite verdoppelst? nung an
- die Lange verdreifachst? Die Breite verdreifachst? Lange und Breite verdreifachst? Diener et al.
- die Lange halbierst? Die Breite halbierst? Lange und Breite halbierst? (20154,
a) Probiere es an Beispielen aus. S.19)
b) Beschreibe, was mit dem Umfang passiert und stelle eine Vermutung auf.
c) Uberpriife deine Vermutung an weiteren Beispielen und zeige, ob sie stimmt.

d) Stelle eine allgemeine Regel auf und erklére sie.

e) Funktioniert die Regel immer? Ist das immer so? Warum? Warum nicht?
Was passiert mit der Flache eines Rechtecks, wenn du In Anleh-
- die Lange verdoppelst? Die Breite verdoppelst? Lange und Breite verdoppelst? nung an
- die Lange verdreifachst? Die Breite verdreifachst? Lange und Breite verdreifachst? Diener et al.
- die Lange halbierst? Die Breite halbierst? Lange und Breite halbierst? (20154, S.

a) Probiere es an Beispielen aus. 19)

b) Beschreibe, was mit der Flache passiert und stelle eine Vermutung auf.

¢) Uberpriife deine Vermutung an weiteren Beispielen und zeige, ob sie stimmt.

d) Stelle eine allgemeine Regel auf und erklare sie.

e) Funktioniert die Regel immer? Ist das immer so? Warum? Warum nicht?

4.3 Aufgaben zum Kompetenzbereich «Grossen, Funktionen,
Daten & Zufall»

Auch im Kompetenzbereich «Grdssen, Funktionen, Daten & Zufall» lasst sich sehr gut
argumentieren. Dieser — relativ breit gefasste - Anwendungsbereich ermoglicht ins-
besondere im Zusammenhang mit grundlegenden mathematischen Beziehungen
zu argumentieren. Diese Aufgabenstellungen befassen sich mit aussermathemati-

schen Kontexten.

Aufgaben zu Funktionen, Daten und Zufall

Briefmarkenproblem Stylianides
Du hast viele 10-Rappen-, 20-Rappen- und 30-Rappen-Briefmarken. Mit den vorhan- | (2016, S. 30)
denen Marken kannst du verschiedene Betrage bilden. 30 Rappen kannst du auf
verschiedene Arten legen, namlich mit drei 10-Rappen-Marken, mit einer 10-Rap-
pen-Marke und einer 20-Rappen-Marke oder mit einer 30-Rappen-Marke.

a) Erforsche, wie viele Moglichkeiten es gibt, die Betrage 40 Rappen, 50 Rappen

und 60 Rappen zu bilden.
b) Zeige, warum dies alle Moglichkeiten sein miissen (Idee: Strukturiertes Auf-

schreiben!)
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¢) Stimmen diese Aussagen? Warum oder warum nicht?
- Du kannst 70 Rappen auf sieben verschiedene Arten legen.
- Du kannst 80 Rappen auf acht verschiedene Arten legen.
- Du kannst jeden x-beliebigen Betrag auf x verschiedene Arten legen.

Mogliche Weiterfiihrung (Blichter & Leuders, 2012, S. 56):

Wenn es Lollis fiir 10 Rappen, 20 Rappen und 25 Rappen das Stlick gibt, wie viele
verschiedene Moglichkeiten gibt es, 1 Franken auszugeben? Begriinde, warum du
sicher bist, alle Moglichkeiten gefunden zu haben!

Zwei-Miinzen-Problem (ohne Reihenfolge, mit Wiederholung)
Grundgedanke: Begriindungsaufgaben mit mehreren, aber endlich vielen Fdillen
= alle Mdglichkeiten in einer Situation finden und dies begriinden

Du hast viele 5-Rappler, 10-Rappler und 20-Rappler im Hosensack und ziehst zufal-
lig zwei raus.
a) Wie viel Geld kannst du nun in der Hand haben? Schreibe alle M&glichkeiten
auf!
b) Wie weisst du, dass du alle Méglichkeiten von Betrdgen gefunden hast?
Begriinde deine Antwort.
c) Schreibe eine Regel auf, wie du die Anzahl Méglichkeiten berechnen kannst.
d) Nun ziehst du zufallig drei Miinzen aus dem Hosensack. Wie viel Geld kannst
du jetzt in der Hand haben? Schreibe alle Méglichkeiten auf.
e) Erklare auch hier, warum du sicher bist, alle Moglichkeiten gefunden zu ha-
ben.
f) Uberpriife mit deiner Regel.
g) Gilt deine Regel immer? Warum? Warum nicht?
h) Stelle, falls deine Regel nicht gilt, eine neue auf und priife sie erneut.

In Anleh-
nung an
Stylianides
(2016, S.91)

Datumproblem (mit Reihenfolge, ohne Wiederholung)
Grundgedanke: Begriindungsaufgaben mit mehreren, aber endlich vielen Fillen
-2 alle Méglichkeiten in einer Situation finden und dies begriinden

a) Welche zweistelligen Zahlen kann man mit 5 und 9 bilden? Schreibe alle
Méglichkeiten auf.

b) Heute ist der 15.2. Nimm die Ziffern 1, 5 und 2 und bilde alle mdglichen
dreistelligen Zahlen.

c) Wie weisst du, dass du alle gefunden hast? Erklare! (Ordnung schaffen und
systematisch aufschreiben, eine Ziffer fix)

d) Findest du eine Regel fiir die Berechnung der Anzahl Moglichkeiten?

e) Du hastam 21.04. Geburtstag. Wie viele verschiedene vierstellige Zahlen
kannst du mit den Ziffern 2, 1, 0 und 4 bilden?

f) Uberpriife mit deiner Regel.

g) Gilt deine Regel immer? Warum? Warum nicht?

h) Stelle, falls deine Regel nicht gilt, eine neue auf und priife sie erneut am
Geburtstagsbeispiel.

Maogliche Weiterfiihrung: Anstehproblem (Stylianides, 2016, S. 95-98)
Es ist Mittwochnachmittag und du gehst mit zwei Schulkameraden ins Kino.
a) Wie viele Moglichkeiten (Reihenfolgen) gibt es flir euch drei Kinder, vor der
Kinokasse anzustehen? Schreibe alle Méglichkeiten auf.

In Anleh-
nung an
Stylianides
(2016,
S.92ff.)

Padagogische Hochschule Thurgau

01.09.2020
Seite 31




b) Wie weisst du, dass du alle Moglichkeiten gefunden hast? Erklare!

c) Wie viele Moglichkeiten zum Anstehen gibt es fur vier Kinder? Wie viele fir
funf Kinder? Schreibe alle M6glichkeiten auf!

d) Wie viele Moglichkeiten kommen stets hinzu? Erkennst du ein Muster?

e) Formuliere eine Regel fir die Berechnung der Anzahl Méglichkeiten und
Uberprife sie.

f) Gilt deine Regel immer? Wie viele Moglichkeiten gibt es fir sechs, sieben, ...
eine x-beliebige Anzahl von Kindern, vor dem Kino anzustehen?

Outfitproblem (ohne Reihenfolge, ohne Wiederholung)
a) Deine Lehrerin hat drei Rocke und zwei Hiite. Auf wie viele verschiedene Ar-
ten kann sie sich anziehen? (6 Moglichkeiten: 3 - 2)
b) Warum weisst du, dass du alle Méglichkeiten gefunden hast? Zeige dein Den-
ken zeichnerisch auf, in dem du fiir die verschiedenen Rocke ein farbiges
Quadrat und fir die verschiedenen Hute ein farbiges Dreieck verwendest.

L Y

A A ' ‘ ' ' ' '
Wie sieht es aus, wenn deine Lehrerin drei Rocke und drei Hiite hat? (es kom-
men 3 neue Outfits hinzu, also 9 insgesamt.)

d) Nun hat deine Lehrerin noch drei verschiedene Paar Socken. Wie viele ver-
schiedene Outfits kann sie jetzt zusammenstellen? (Die 9 Outfits kdnnen je
mit 3 verschiedenen Paar Socken kombiniert werden, also 9 - 3 =27)

e) Wie viele Moglichkeiten kommen stets hinzu? Erkennst du ein Muster?

f)  Formuliere eine Regel fiir die Berechnung der Anzahl Méglichkeiten und
Uberpriife sie.

g) Gilt deine Regel immer? Wie viele Moglichkeiten gibt es fiir sechs, sieben, ...

eine x-beliebige Anzahl von Récken, Huten und Socken zum Anziehen?

4.4 Weitere Aufgabensammlungen

Weitere fir die Praxis fertig ausformulierte Aufgabenstellungen inkl. Losungen gibt
es auch in entsprechenden Lehrmittelzusatzen, zum Beispiel im Heft «Forschen 5/6»
(Krummenacher & Reusser, 2016) oder in der Aufgabendatenbank zu den deutschen
Bildungsstandards (Blum, Driike-Noe, Hartung, & Koller, 2012). Diese Aufgabenstel-
lungen, fur den Einsatz ab der flinften Klasse konzipiert, lassen sich aber — etwas an-
gepasst — auch bereits mit jingeren oder mit dlteren Schilerinnen und Schiilern be-

arbeiten.
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5 Forderung von spezifischem Methodenwissen

Esther Brunner & Romaine Jullier

5.1 Worum geht es?

Bei der Forderung von spezifischem Methodenwissen zum mathematischen Begriin-

den und Argumentieren geht es um den gezielten Aufbau von passenden Strategien

und Kenntnissen, die flir das Argumentieren und Begriinden in der Mathematik not-

wendig sind. Dazu gehoren: 1) Strategien zum Aufdecken eines Zusammenhangs

und 2) Moglichkeiten zum Formulieren eines Zusammenhangs sowie 3) die Férde-

rung der drei Facetten von bereichsspezifischem Methodenwissen (Kapitel 2.4).

Strategien zum Aufdecken von Zusammenhangen sind beispielsweise folgende

(Brunner, 2018¢, S. 11):

>

>

>

Suchen von Beispielen

Suchen von Gegenbeispielen

Verallgemeinern: Gilt etwas nicht nur fir den Einzelfall, sondern fur die ganze
Klasse von Fallen?

Untersuchungen an dhnlichen bekannten Fallen

Untersuchen eines Spezialfalls

Vereinfachen und Reduzieren der Voraussetzung(en)

Beginn mit der kleinsten Zahl oder Figur (Induktionsanfang) und die logische

Ubertragung auf den nichsten Fall (Induktionsschritt)

Zum Formulieren eines Zusammenhangs eignen sich folgende Moglichkeiten

(Brunner, 2018¢, S. 11):

>

>

>

Zusammenhang erzdhlen

Zusammenhang durch eine konkrete Handlung zeigen

Zusammenhang inhaltlich-anschaulich machen, das heisst grafisch darstellen,
zum Beispiel durch Markierungen, Pfeile, Skizzen

Zusammenhang in einer Tabelle darstellen, zum Beispiel durch eine zweispal-

tige Darstellung von Einzelfallen und Ergebnis
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> Zusammenhang durch eine Gleichung mit Zahlenbeispielen oder algebraisch

ausdriicken

Fir die Forderung der drei Facetten von bereichsspezifischem Methodenwissen sind

folgende Aspekte wichtig (Brunner, 2018c, S. 13f.):

> Wissen zum Argumentationsschema:

>

Sortieren von verschiedenen Argumenten nach Alltags- beziehungs-
weise mathematischem Argument (siehe unten)
Ordnen von verschiedenen Argumenten nach ihrer Uberzeugungs-

kraft

> Wissen zur Argumentsstruktur:

>

Unterscheiden von Voraussetzungen, Behauptung und Begriindung
(z.B. durch Markieren oder Einfarben der einzelnen Teile)

Analysieren von Argumenten nach Voraussetzung, Behauptung und
Begriindung (Was wird behauptet? Was sind die Voraussetzungen da-
fur, die gelten miissen? Welche Schlussfolgerung wird gezogen bzw.
wie wird die Behauptung begriindet?)

Suchen von Liicken in der Argumentstruktur (Sind alle notwendigen
Teile - Voraussetzung(en), Behauptung(en), Begriindung(en) - vor-
handen?)

Briicken bilden zwischen Voraussetzungen und Behauptungen durch
Begriindungen (z.B. richtiges Zusammenstellen von entsprechenden
Karten zu den einzelnen Teilen einer Argumentation eines Sachverhal-

tes)

> Wissen zur Argumentationskette:

>

Ordnen von verschiedenen Argumenten und Argumentsteilen als
«Wenn-dann-Struktur» oder als «Es-muss-immer-so-sein-weil-Satz»
Auswahlen von Argumenten, die sich zu einer Argumentationskette

verbinden lassen
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5.2 Umsetzungsbeispiele

Die folgenden Beispiele zeigen anhand von je einer Behauptung auf, wie man gezielt
an den bereichsspezifischen Methodenkompetenzen arbeiten kann. Dazu wird die
Begriindung vorgestellt und die Lernenden erhalten einen entsprechenden Arbeits-
auftrag zum Sortieren und Ordnen der Begriindungen nach ihrer Uberzeugungskraft
(Wissen zum Argumentationsschema), nach ihrer Gultigkeit (Wissen zur Struktur des
Arguments) und ihrer Zuldssigkeit in der Mathematik (Wissen zum Argumentations-
schema). Wissen zur Argumentationskette kann damit geférdert werden, indem eine
Argumentation anschliessend in Einzelteile zerlegt und inhaltlich sinnvoll zusam-

mengesetzt und gegebenenfalls erganzt wird.

5.2.1 Beispiel 1
Behauptung

Wenn man eine gerade und eine ungerade Zahl addiert, ist das Ergebnis immer eine un-

gerade Zahl.

Arbeitsauftrige
1) Schneide die Begriindungen aus.
2) Ordne die Begriindungen nach ihrer Uberzeugungskraft:
a. Beginne mit der Begriindung, die dich am wenigstens tiberzeugt, und
ende mit derjenigen, die du am liberzeugendsten findest.
b. Erldutere deine Reihenfolge und stelle sie in der Klasse oder in der
Gruppe vor.
3) Bilde drei Gruppen von Begriindungen (Korrektheit):
a. Diese Begriindungen sind falsch.
b. Diese Begriindungen kann man nicht Gberprifen oder beurteilen.
c. Diese Begrindungen sind korrekt.
Vergleiche deine Gruppierungen mit denjenigen eines Mitschiilers oder einer
Mitschulerin. Erklart einander, warum ihr Begriindungen einer bestimmten

Gruppe zugeordnet habt, und diskutiert dartber.
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4) Bilde zwei Gruppen von Begriindungen (Zuldssigkeit):

a. Diese Begriindungen darf man in der Mathematik verwenden.

b. Diese Begriindungen darf man in der Mathematik nicht verwenden.

Vergleiche deine Gruppierungen mit denjenigen eines Mitschiilers oder einer

Mitschulerin. Erklart einander, warum ihr Begriindungen einer bestimmten

Gruppe zugeordnet habt, und diskutiert dartber.

Material

Lisa sagt: Eine gerade Zahl plus eine ungerade Zahl
ergibt immer eine ungerade Zahl, ich habe es ndm-
lich an einem Beispiel probiert:

2+3=5.

2+ 1 =3 - ungerade

Zahle ich zu beiden Zahlen 1 dazu,
C+D+A+1)=3+2=5,

wird das Ergebnis um 2 grdsser, ist also immer noch
ungerade. Diesen Vorgang kann ich immer weiter-
fihren.

Nik: Unsere Lehrperson hat gesagt, dass die
Summe einer geraden und einer ungeraden Zahl
immer ungerade ist. Deshalb stimmt es.

Paulo erklart Folgendes: Die erste Zahl ist gerade. Bei
der Division durch zwei hat sie also Rest 2. Die zweite
Zahl ist ungerade. Bei der Division durch zwei ent-
steht Rest 1. Alle ungeraden Zahlen haben bei der Di-
vision durch 2 Rest 1. Addiert man die beiden Zahlen,
so entsteht bei der Division durch 2 also Rest 2 plus
Rest 1, was Rest 3 ergibt. Somit hat die Summe einer
geraden und einer ungeraden Zahl bei der Division
durch 2 immer Rest 3 und die Summe muss immer
ungerade sein.

Nina: Ich habe meine Freundin gefragt, die ist gut
in Mathe und sie sagt, dass es stimmt. Darum
stimmt das immer.

Noah sagt: Ich habe die Aussage an kleinen und gros-
sen Zahlen Uberpriift:

24+1=3

26 +37 =63

1002 + 1300201 = 1'301'003

Eine gerade Zahl plus eine ungerade Zahl ergibt also
immer eine ungerade Zahl.

Lars: Nein, das stimmt nicht. Ich habe ein Gegen-
beispiel gefunden. 81 + 3 = 84. Das Ergebnis ist hier
gerade.

Lea:

0000

Ich habe eine Skizze gemacht. Ich kann bei den bei-
den Summanden beliebig viele 2er-Packli fur x-belie-
bige gerade oder ungerade Zahlen hinzufiigen. Bei
der Summe bleibt immer ein Strich Ubrig (unvollstan-
diges 2er-Packli). Somit ist die Summe immer unge-
rade.
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Carla sagt: Ich stelle mir das so vor. 2 Schwestern Zoe: Wir haben so etwas bereits in der vierten Klasse
haben am exakt gleichen Tag Geburtstag und un- einmal gemacht. Da ging es auch. Deshalb stimmt es
terscheiden sich um 3 Jahre. Eine der Schwestern hier auch.

hat immer eine gerade Anzahl Jahre, die andere zur
gleichen Zeit eine ungerade Anzahl Jahre. Wenn
die eine 10 Jahre alt ist, ist die andere 13 Jahre alt.
Zusammengezahlt sind das 23 Jahre. Werden beide
1 Jahr alter, kommen bei der Gesamtzahl der An-
zahl Jahre 2 dazu. Zusammengezéhlt haben sie
stets eine ungerade Anzahl Jahre. Es ist die Reihe
der ungeraden Zahlen.

5.2.2 Beispiel 2
Behauptung

Die Summe von vier aufeinanderfolgenden Zahlen ist immer durch 2 teilbar, aber nie

durch 4.

Arbeitsauftrige
1) Schneide die Begriindungen aus.
2) Ordne die Begriindungen nach ihrer Uberzeugungskraft:
a. Beginne mit der Begriindung, die dich am wenigsten liberzeugt, und
ende mit derjenigen, die du am lberzeugendsten findest.
b. Erlautere deine Reihenfolge und stelle sie in der Klasse oder in der
Gruppe vor.
3) Bilde drei Gruppen von Begriindungen (Korrektheit):
a. Diese Begriindungen sind falsch.
b. Diese Begriindungen kann man nicht Gberprufen oder beurteilen.
c. Diese Begrindungen sind korrekt.
Vergleiche deine Gruppierungen mit denjenigen eines Mitschiilers oder einer
Mitschilerin. Erklart einander, warum ihr Begriindungen einer bestimmten
Gruppe zugeordnet habt, und diskutiert dartber.
4) Bilde zwei Gruppen von Begriindungen (Zuldssigkeit):
a. Diese Begriindungen darf man in der Mathematik verwenden.

b. Diese Begriindungen darf man in der Mathematik nicht verwenden.
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Vergleiche deine Gruppierungen mit denjenigen eines Mitschiilers oder einer

Mitschulerin. Erklart einander, warum ihr Begriindungen einer bestimmten

Gruppe zugeordnet habt, und diskutiert dartber.

Material

Sara: Die erste Summe von 4 aufeinanderfolgen-
den Zahlenist1+4 2+ 3 +4 = 10 und durch 2
teilbar, aber nicht durch 4.

Bei der ndchsten Summe von 4 aufeinanderfolgen-
den Zahlen wird jeder Summand um 1 grésser.
Dies fiihrt zu einer Vergrosserung der Summe um
41+D+QR+D+@B+D+@+1D) =10+

4 = 14. 14 ist durch 2 teilbar, jedoch nicht durch 4.
Somit muss jede folgende Summe von 4 aufeinan-
derfolgenden Zahlen durch 2 teilbar sein, weil je-
weils jeder Summand um 1 vergrdssert wird und
dies bei 4 Summanden immer zu einer Vergrosse-
rung von 4 flihrt. Die Summe ist jedoch nie durch 4
teilbar, da die erste Summe von 4 aufeinanderfol-
genden Zahlen 10 ist und die ndchste um 4 gros-
serist usw.

Tim:

1+2+3+4=10

154+16+ 17+ 18 =66

114+ 115+ 116 + 117 = 462

-> Die Summen in den 3 Beispielen sind durch 2 teil-
bar, jedoch nicht durch 4. Also ist die Summe von 4
aufeinanderfolgenden Zahlen immer durch 2 teilbar,
aber nie durch 4.

Jana: Im Lehrmittel steht geschrieben, dass 4 auf-
einanderfolgende Zahlen stets durch 2, jedoch nie
durch 4 teilbar sind. Deshalb stimmt die Behaup-
tung immer.

Lino: In der Abbildung ist die Summe von 4 aufeinan-
derfolgenden Zahlen, ndmlich 3 + 4 + 5 + 6 darge-
stellt. Auf der ersten Zeile hat es 3 Punkte, auf der
zweiten 4 Punkte, auf der dritten 5 Punkte und auf der
vierten 6 Punkte.

Man kann senkrecht aus den vollstandigen 4er Reihen
immer 2er-Packli machen. Am Schluss bleiben 6
Punkte Ubrig, welche ebenfalls zu drei 2er-Packli ver-
bunden werden kénnen.3 4+ 4 + 5 + 6 ist also durch
2 teilbar, jedoch nicht durch 4.

Senkrecht kdnnen beliebig viele Reihen mit 4 Punkten
erganzt werden fir beliebige 4 aufeinanderfolgende
Zahlen.

Matteo: Ich habe zuerst gedacht, dass 4 aufeinan-
derfolgende Zahlen immer durch 2 und durch 4
teilbar sind. Bei meinem ersten Beispiel hat sich
meine Vermutung jedoch bereits nicht bestatigt:
1+2+3+4=10.Das ist nur durch 2, jedoch nicht
durch 4 teilbar. Durch das Gegenbeispiel habe ich
meine Vermutung widerlegt. Ich habe aber an vie-
len Beispielen gezeigt, dass 4 aufeinanderfolgende
Zahlen durch 2 teilbar sind. So sind zum Beispiel
die beiden Summen

3+44+54+6=18und 10+ 11+ 12+ 13 =46 durch
2 teilbar. Die Behauptung «Die Summe von 4 auf-
einanderfolgenden Zahlen ist immer durch 2, je-
doch nie durch 4 teilbar» stimmt fir meine Gber-
priiften Beispiele.

Nina: Ich habe mit Plattchen gelegt:

0 + 00 + 000 + 0000 = 00000 00000.

10 Plattchen sind durch 2 teilbar, aber nicht durch 4.
Hier stimmt es.

Wenn ich die ndchste Summe lege, kommt ja bei je-
dem Summanden 1 dazu, also

00 + 000 + 0000 + 00000.

Es kommen also 4 Plattchen neu dazu und 4 ist durch
2 teilbar. Wenn die erste Summe teilbar durch 2 ist, ist
deshalb die nachste und die tGbernachste auch teilbar
durch 2. Und das geht immer so weiter. Da die erste
Summe nicht durch 4 teilbar ist und immer 4 Platt-
chen dazu kommen, kann die Summe nie durch 4 teil-
bar sein.
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Mauro: Ich habe meinen Freund gefragt. Der ist gut
in Mathe. Und er hat gesagt, dass die Behauptung
immer stimmt. Wenn er das sagt, dann stimmt es.

Sven:

1+2+3+4=12

2+3+4+5=14

Die Summe von vier aufeinanderfolgenden Zahlen ist
also immer durch 2 teilbar und manchmal auch durch
4,

5.2.3 Beispiel 3
Behauptung

Zahl.

Wenn man zwei beliebige ungerade Zahl addiert, ist das Ergebnis immer eine gerade

Arbeitsauftrige

1) Schneide die Begriindungen aus.

2) Ordne die Begriindungen nach ihrer Uberzeugungskraft:

a. Beginne mit der Begriindung, die dich am wenigsten iberzeugt, und

ende mit derjenigen, die du am lberzeugendsten findest.

b. Erlautere deine Reihenfolge und stelle sie in der Klasse oder in der

Gruppe vor.

3) Bilde drei Gruppen von Begriindungen (Korrektheit):

a. Diese Begriindungen sind falsch.

b. Diese Begriindungen kann man nicht Gberprifen oder beurteilen.

c. Diese Begrindungen sind korrekt.

Vergleiche deine Gruppierungen mit denjenigen eines Mitschiilers oder einer

Mitschilerin. Erklart einander, warum ihr Begriindungen einer bestimmten

Gruppe zugeordnet habt, und diskutiert dartber.

4) Bilde zwei Gruppen von Begriindungen (Zuldssigkeit):

a. Diese Begriindungen darf man in der Mathematik verwenden.

b. Diese Begriindungen darf man in der Mathematik nicht verwenden.

Vergleiche deine Gruppierungen mit denjenigen eines Mitschiilers oder einer

Mitschulerin. Erklart einander, warum ihr Begriindungen einer bestimmten

Gruppe zugeordnet habt, und diskutiert dartber.
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Material

Christina sagt: Eine ungerade Zahl plus eine unge-
rade Zahl ergibt stets eine gerade Zahl, ich habe
es namlich an einem Beispiel probiert: 3+ 7 =
10.

Joel sagt: Ich habe die Aussage an kleinen und grossen
Zahlen Uberpriift:

1+5=6

25+37 =62

1001+ 1'300°201 = 1'301'002

Eine ungerade Zahl plus eine ungerade Zahl ergibt
also immer eine gerade Zahl.

Sophie sagt: Ich stelle mir das so vor: Meine Lieb-
lingszahl ist 7, eine ungerade Zahl. Die Lieblings-
zahl meines Bruders ist 21, also auch eine unge-
rade Zahl. Ohne auszurechnen, bin ich mir sicher,
dass die Summe unserer beiden Lieblingszahlen
eine gerade Zahl ist. Mein kleiner Bruder glaubt
mir das nicht, also erklare ich ihm Folgendes: Divi-
diere ich 7 durch 2, bleibt 1 ibrig. Dividiere ich 21
durch 2, bleibt ebenfalls 1 tibrig. Also bleiben ins-
gesamt beim Dividieren unserer Lieblingszahlen
durch zwei 1+1= 2 ibrig, was ich dann durch 2 di-
vidieren kann. Somit ist die Summe unserer bei-
den ungeraden Lieblingszahlen gerade.

Wird eine ungerade Zahl durch 2 dividiert, bleibt
stets 1 Gibrig. Werden also zwei ungerade Zahlen
durch zwei dividiert bleibt je 1 Gibrig. Addiert man
die beiden ungeraden Zahlen hat man 2 tbrig ge-
bliebene, was dann wieder durch 2 dividiert wer-
den kann. Somit ist die Summe von zwei beliebi-
gen ungeraden Zahlen durch 2 teilbar und ge-
rade.

Rt

Lea: Unsere Lehrperson hat gesagt, dass die
Summe von zwei ungeraden Zahlen immer ge-
rade ist.

Yan: 1+ 3 =4 - gerade

Zéhle ich zu beiden Zahlen 1 dazu, also (1 + 1) +
(3 + 1), wird das Ergebnis um 2 grosser, ist also im-
mer noch gerade. Diesen Vorgang kann ich immer
weiterfiihren.

Fynn erklart: Teilt man die erste ungerade Zahl
auf 2 auf, bleibt Rest 0. Teilt man die zweite unge-
rade Zahl auf 2 auf, bleibt Rest 2. Zusammen ist
das Rest 2, was sich durch 2 teilen I3sst. Die
Summe von zwei ungeraden Zahlen ist also stets
durch 2 teilbar.

Felix sagt: Der erste Summand ist eine ungerade Zahl.
Ungerade Zahlen setzen sich immer aus einer Anzahl
2er-Packli zusammen sowie einem Strich, der (ibrig
bleibt. Der zweite Summand ist ebenfalls eine unge-
rade Zahl. Auch hier bleibt ein 2er-Packli unvollstédn-
dig, respektive ein Strich bleibt ibrig. Die Summe be-
steht aus einer Anzahl vollstandiger 2er-Packli sowie 2
einzelnen Strichen, aus welchen wieder ein 2er-Packli
gebildet werden kann. Somit ist die Summe von zwei
ungeraden Zahlen immer gerade.
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5.2.4 Beispiel 4

Zwei Arbeitsblatter zur Bearbeitung (entnommen aus Brunner, 2018c, S. 14 f.):

Warum ist das so?

In einer Mathematikstunde bekommt die Klasse 5a von ihrer Lehrerin folgende Aufgabe:

‘ 1+ 2 + 3 ist teilbar durch 3. Gilt dies fiir jede Summe von drei aufeinanderfolgenden Zahlen?

1) Prife zunachst, was da behauptet wird, an verschiedenen Zahlenbeispielen.

2) Findest du ein Gegenbeispiel, mit dem du zeigen kannst, dass die Behauptung nicht stimmt
und nicht jede Summe von drei aufeinanderfolgenden Zahlen teilbar durch 3 ist?

3) Gilt die Behauptung fiir jede Summe von drei aufeinanderfolgenden Zahlen?
Warum oder warum nicht? Begriinde deine Antwort!

Antwort:

Begriindung:

Begriindungen sortieren

In der fiinften Klasse finden die Schiilerinnen und Schiiler verschiedene Begriindungen.
Nicht alle diese Begriindungen sind korrekt und nicht alle (iberzeugen gleich stark.
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Ja, das stimmt. Wenn es nicht stimmen wiirde,
mussten wir das gar nicht Gberlegen.

Ja, das stimmt. 1 + 2 + 3 gibt 6. Und 6 ist teilbar
durch 3.

So was hab ich schon mal gemacht. Da ging es
auch. Deshalb stimmt es hier auch.

Das stimmt nicht ganz. 1 + 2 + 3 gibt 6.
Und 6 ist teilbar durch 6, durch 3, durch 2
und durch 1.

Ja, das stimmt immer. Ich habe mir vorgestellt,
dass ich eine Zahl und dann die nachste und
Uberndchste nehme. Zur nachsten Zahl ist es 1
mehr, zur Gbernachsten ist es 2 mehr. Im Gan-
zen ist das 3 mehr. Und ich habe 3 Zahlen und
beides ist durch 3 teilbar.

Klar. Das stimmt immer.

Ich hab 20 Beispiele gepriift und da war es im-
mer so. Deshalb stimmt das immer.

Nein, das stimmt nicht. Ich hab ein Gegenbei-
spiel: 7+ 7 + 8 = 22, Das ist nicht teilbar durch
3.

Wenn die Summe von drei aufeinanderfolgen-

den Zahlen teilbar durch 3 ist, dannist1+2 + 3

durch 3 teilbar. Das stimmt. Also stimmt es im-
mer.

Ich hab meine Freundin gefragt. Sie ist gut in
Mathe und hat gesagt, dass das immer stimmt.
Wenn sie das sagt, dann stimmt das.

Ich hab das mit Plattchen gelegt: 0 0o 0oo. Hier
stimmt es.
Wenn ich die nachste Summe lege, kommt ja
bei jedem Summanden 1 dazu,
also oeocoeooo0e

Es kommen also immer 3 neu dazu. Wenn die

erste Summe teilbar ist durch 3, ist deshalb die
nachste und die tGbernachste auch teilbar
durch 3. Und das geht immer so weiter.

Arbeitsauftrage

1) Schneide die Begriindungen aus.

2) Ordne die Begriindungen nach ihrer Uberzeugungskraft:

a. Beginne mit der Begriindung, die dich am wenigsten liberzeugt, und

ende mit derjenigen, die du am lberzeugendsten findest.

b. Erlautere deine Reihenfolge und stelle sie in der Klasse oder in der

Gruppe vor.
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3)

Bilde drei Gruppen von Begriindungen (Korrektheit):

a. Diese Begriindungen sind falsch.

b. Diese Begriindungen kann man nicht Gberprufen oder beurteilen.

c. Diese Begrindungen sind korrekt.
Vergleiche deine Gruppierungen mit denjenigen eines Mitschiilers oder einer
Mitschulerin. Erklart einander, warum ihr Begriindungen einer bestimmten
Gruppe zugeordnet habt, und diskutiert dartber.
Bilde zwei Gruppen von Begriindungen (Zuldssigkeit):

a. Diese Begriindungen darf man in der Mathematik verwenden.

b. Diese Begriindungen darf man in der Mathematik nicht verwenden.
Vergleiche deine Gruppierungen mit denjenigen eines Mitschiilers oder einer
Mitschulerin. Erklart einander, warum ihr Begriindungen einer bestimmten

Gruppe zugeordnet habt, und diskutiert dartber.
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6 Begrindungen einschatzen und beurteilen

Esther Brunner

6.1 Mehr als richtig und falsch!

Eine grosse Herausforderung fuir Lehrpersonen stellt auch das Einschatzen und Be-
urteilen von Begriindungen dar. Die einfachste — aber nicht die beste oder ausrei-
chende - Variante stiitzt sich ausschliesslich auf die Korrektheit beziehungsweise die
Gultigkeit ab und fragt danach, ob eine vollstandig korrekte Begriindung vorliegt o-
der nicht. Fir eine differenziertere Beschreibung von gezeigten Leistungen lassen
sich bei Begriindungen verschiedene Aspekte fokussieren (E. Brunner, 2020): Dies
sind zum einen auf einer obersten Ebene die vier Prozessschritte mathematischen
Argumentierens und zum anderen fur die einzelnen Prozessschritte vertiefend wei-
tere Bearbeitungsaspekte (siehe Abbildung 2):

1) Die Ausfuihrungsqualitat, das heisst: Ist der Prozessschritt korrekt, teilweise
korrekt oder vollstandig korrekt ausgefiihrt?

2) Die Art und Weise, in der die Antwort gegeben wird, das heisst: In welcher
Reprasentationsform werden die Gedanken prasentiert (als Handlung, als
Skizze, als Text, als Gleichung usw.)?

3) Die inhaltliche Losungsidee, die der Begriindung zugrunde liegt, das heisst:
Welche kreative Idee wird zur Beschreibung, Begriindung und zur Verallge-

meinerung herangezogen?
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Erkennen

Beschreiben

Begriinden

Verallgemeinern

Abbildung 2: Beurteilung einzelner Prozessschritte

Ein solches Vorgehen ermdglicht erstens, entlang von vier Prozessschritten qualita-
tiv zu bestimmen, welche Teilkompetenzen mathematischen Begriindens und Argu-
mentierens ein Kind zeigt. Zweitens lasst dieses Vorgehen zu, dass jeder gezeigte
Prozessschritt nach weiteren Kriterien inhaltlich beschrieben und beurteilt werden
kann. Eine solch differenzierte Beurteilung lasst sich auch in eine Bewertung nach
Punkten Ubertragen, zumindest fiir die vier Prozessschritte, ob sie ausgefiihrt wur-
den oder nicht und falls ja, in welcher Ausfiihrungsqualitat (korrekt, teilweise korrekt
oder vollstandig korrekt). Die Reprasentationsform und die Losungsidee, die gewahlt
werden, sagen hingegen mehr lGber Vorgehensweisen aus und stellen keine Hierar-

chie im Sinne von einer besser oder schlechter geeigneten Reprasentationsform o-

« Ausfiihrungsqualitat

« Ausfiihrungsqualitat
« Reprasentationsform
- Losungsidee

« Ausfiihrungsqualitat
« Reprasentationsform
- Losungsidee

« Ausflihrungsqualitat
« Reprasentationsform
«Losungsidee

der Losungsidee dar.
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6.2 Ein Beispiel

Betrachten wir eine Losung zur Beispielaufgabe aus Kapitel 3.1.

1. Das sind die ersten drei Figuren einer Folge. Zeichne weiter!

2. Schreibe oder zeichne eine Anleitung, wie man das Muster weiter-
flihren kann!

3. Schreibe zu den einzelnen Figuren, wie viele Kdstchen du brauchst,
um sie zu zeichnen.
Wie viele Kdstchen braucht man fur die 7. Figur? Erkldre, warum es

genau so viele sind?

4. Wie muss deine Erkldrung heissen, dass sie immer (flir irgendein
Beispiel, also auch flr die 50., 100. oder 1000. Figur) funktioniert?

Lino zeichnet bei Teilaufgabe 1 die weiteren Figuren korrekt weiter, bearbeitet an-
schliessend Teilaufgabe 2, nicht mehr aber Teilaufgabe 3 und 4. Bei Teilaufgabe 2
schreibt Lino (Abbildung 3):
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Abbildung 3: Antwort von Lino Teilaufgabe 2
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Linos Arbeit lasst sich entlang der verschiedenen Aspekte genauer beschreiben (Ab-
bildung 4):

Lino erkennt die Struktur und flhrt sie korrekt weiter. Er kann die erkannte Struktur
korrekt beschreiben und wahlt daftir eine sprachlich-symbolische Form in Form ei-
nes Textes (narrativ). Die Losungsidee, die er daflir beizieht, ist eine Art Ummante-
lung, das heisst, er stellt sich vor, iber die vorherige Figur jeweils auf den Seiten je +
1 Hauschen zu zeichnen und eines auf die Spitze zu setzen. Den Schritt des Begriin-

dens und Verallgemeinerns fuhrt er nicht aus.

« Ausfiihrungsqualitat: korrekt

Erkennen
« Ausfiihrungsqualitat: korrekt
« Reprasentationsform: sprachlich (narrativ)

Beschreiben | « LOsungsidee: eine Ummantelung tber die vorherige Figur
« keine Begriindung vorhanden

Begriinden
- keine Verallgemeinerung vorhanden

Verallgemeinern

Abbildung 4: Beurteilung von Linos Arbeit entlang der vier Prozessschritte

Eine solche qualitative Beschreibung der gezeigten Kompetenzen, wie sie im Beispiel
fur Lino ausgefiihrt wurde, ermoglicht erstens, dass praziser bestimmt werden kann,
welche Leistung ein Kind gerade zeigt, und zweitens kénnen so nachste Entwick-
lungs- und Férderschritte bestimmt werden. Lino nimmt keine Begriindung vor. Dies
ware der nachste Prozessschritt, das heisst, eine Férderung von Lino miisste darauf
abzielen, dass er versucht, eine Begriindung zu finden. Dazu miisste sein Blick auf die
Anzahl der Hauschen gelenkt werden, die nétig sind, um eine Figur zu zeichnen. Dies
ware die Voraussetzung, dass Lino einen Zusammenhang zwischen der Anzahl Haus-

chen und der Nummer der Figur erkennen kdnnte.
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